213 .

Kronfellner, Geometrie der griechischen Antike

Die Geometrie der griechischen Antike als Quelle fiir einen lebendigen
Mathematikunterricht

Manfred Kronfellner, Wien

Beim Studium der Geschichte der Mathematik des antiken Griechenland stof3t man
an vielen Stellen auf Inhaite, die in einen engen Bezug zur Schulmathematik
gebracht werden konnen. All diese Beziige (nebst Unterrichtsvorschlagen)
anzufuhren wirde ein ganzes Buch fallen. Im beschrankten Rahmen dieses
Aufsatzes kann nur Weniges ausfuhrlicher dargelegt werden, weitere mégliche
Anknupfungspunkte konnen nur schlagwortartig angerissen werden.

Um eine moglichst unmittelbare Verwendung im Unterricht zu erleichtern, soll die
nachfolgende Darstellung nicht dem chronologischen Ablauf der Geschichte folgen,
sondern sich weitgehend am AHS-Lehrplan orientieren. Ziel des Aufsatzes ist
anzuregen, an passenden Stellen auch historische Problemstellungen zu erwahnen
und durch einige begleitende Worte den Schillern nach und nach einen — wenn
auch kleinen und bruchstiickhaften — Einblick in die Entwicklung der Mathematik zu
geben. Zu weiteren Méoglichkeiten des Einbaus historischer Aspekte im Mathematik-
unterricht siehe KRONFELLNER (1997) und (1998).

2. Klasse
2.1 Der Satz von Thales

Thales von Milet (6247 — 5487 v. Chr.) gilt als der Begrinder der wissenschaftlichen
Mathematik, da er sich nicht mit dem Akzeptieren funktionierender Verfahren (wie
dies etwa bei den Babyloniern oder Agyptern Ublich war) begnigte, sondern nach
allgemeinguiltigen Begrandungen suchte. Ihm werden neben dem nach ihm
benannten Satz auch noch folgende Erkenntnisse (incl. Begrindungen bzw.
Beweise) zugeschrieben, auch wenn es keine direkt auf Thales zurlickgehenden
schriftlichen Aufzeichnungen daruber gibt:

¢ Scheitelwinkel sind gleich grof.

¢ Jeder Durchmesser teilt einen Kreis in zwei
gleiche Teile.
» Zwei Dreiecke sind kongruent, wenn sie in einer
Seite und zwei Winkeln ubereinstimmen.
» Bei einem gleichschenkeligen Dreieck sind die N
Basiswinkel gleich grof.
Diese Erkenntnisse versucht man in einer einzigen
Figur, der sogenannten Thaletischen Grundfigur, /
zusammenzufassen. (Abb. 2.1) .

Abb. 2.1
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2.2 Prismen, Pyramiden — Platonische Korper

Bei der Behandlung von Quadern und Pyramiden werden in der Schule auch
-regelmaRige” Korper wie Warfel und Tetraeder besprochen. Dabei kénnte man
auch die Aufmerksamkeit auf folgende Eigenschaften richten: Sie sind jeweils von
einem regelmaRigen Viereck (Quadrat) bzw. einem regelmaBigen (d.h. gleich-
seitigen) Dreieck begrenzt, und in jeder Ecke kommen die gleiche Anzahl von
Kanten und Flachen zusammen. Keine Ecke ist also vor einer anderen
ausgezeichnet. In dieser Unterrichtseinheit solite auch erwahnt werden, dass es
noch weitere solche regelmaRigen Kérper, auch Platonische Kérper genannt, gibt.
Man kann durchaus in der zweiten Klasse schon beweisen, dass es nicht mehr als
funf Platonische Koérper geben kann. Dazu formen wir einen Teil des Netzes solcher
Kérper:

Drei gleichseitige Dreiecke (Abb. 2.2)
kénnen zu einem Tetraeder vervoll-
standigt werden:

Abb. 2.2

Vier gleichseitige Dreiecke (Abb. 2.3)
liefern vorerst eine quadratische Pyra-
mide, also keinen regelméRigen Korper;

aber durch Verdoppeln erhalt man ein /\
Oktaeder. ’

Dass man funf gleichseitige Dreiecke
(Abb. 2.4) tatsachlich durch Hinzufagen
von weiteren solchen Dreiecken zu einem

Platonischen Korper, dem aus 20 Drei- \ i j /

Abb. 2.3

ecken bestehenden lkosaeder (vgl. Abb.
2.7) vervolistandigen kann, ist natirlich
nicht so unmittelbar einzusehen, kann
aber durch Herstellen eines Faltmodells
plausibel gemacht werden.

Abb. 2.4

Sechs gleichseitige Dreiecke bilden ein
flaches Sechseck, d.h. es kann keinen
Korper geben, in dessen Ecken sechs
gleichseitige Dreiecke zusammenstofRRen.
Fahren wir fort mit dem ,né&chsten
regelméaRigen Polygon, dem Quadrat. Drei Abb. 2.5
Quadrate (Abb.2.5) bilden eine Ecke

eines Wiurfels;

g S s S R A B T s A e By e, g Al ST TR g e
g ke f ’ I T T A L R G £ LT A Ty TR e




15

Kronfeliner, Geometrie der griechischen Antike

vier Quadrate ergeben - &hnlich wie
zuvor die sechs Dreiecke - kein
raumliches Gebilde.

Aus drei regelmaRigen Funfecken (Abb.

2.6) kann man, wie man sich — wie beim

Ikosaeder — durch Vervollstandigung des

Netzes vor Augen fuhren kann, ebenfalis

ginen Platonischen Korper, das Dodeka-

eder, aufbauen. Vier Funfecke bzw. drei

Sechsecke bzw. Polygone mit groferer

Eckenzah! sind nicht méglich. Also gibt es Abb. 2.6
funf Platonische Korper.

A AN @
\ 1] &
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Abb. 2.7

Diesen Platonischen Kérpern sowie auch
anderen RegelméaRigkeiten von Zahlen
und Figuren (vgl. spater!) wurde oft eine
geradezu mystische Bedeutung beige-
messen. So versuchte etwa Johannes
Kepler die Durchmesser der Planeten-
bahnen durch ineinandergeschachtelte
Platonische Korper zu erkldren. (Abb. 2.8)

Abb. 2.8

2.3 Winkel — Winkeldreiteilung

Auch wenn das konstruktive Element im Geometrieunterricht im Abnehmen begriffen
ist. das Halbieren eines Winkels mit Zirkel und Lineal solite doch noch Bestandteil
des Unterrichts sein. Durch weiteres Halbieren kann der Winkel in vier gleiche Teile
geteilt werden. Hier drangt sich die Frage auf. Kann man einen Winkel konstruktiv,
d.h. mit Zirkel und Lineal, auch in drei gleiche Teile teilen? Dieses Problem ist eines
der drei sogenannten klassischen Probleme der Antike".
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(Die anderen beiden sind die Wurfelverdoppelung und die Quadratur des Kreises;,
siehe 4. Klasse!)

Heute wissen wir, dass das Problem der Winkeldreiteiung nicht mit Zirkel und Lineal
exakt losbar ist. Naherungskonstruktionen sowie ,Konstruktionen® mit anderen
Hilfsmittein wurden aber mehrere gefunden.

2.3.1 So ersannen die Griechen etwa ein
,Gerat‘, das mit einiger Phantasie einem
Tomahawk ahnelt. Dieses wird so in einen
gegebenen Winkel eingepasst, dass der
Scheitel O auf dem ,Griff' CG liegt, ein
Schenkel durch A geht und der andere
Schenkel den Halbkreis bertihrt. Dann gilt
wegen der Kongruenz der Dreiecke ACO,
OCD und ODE:

N

/A c o
LtAOC = +COD = +DOE
— tAOB = tAOC + +COD + +tDOE Abb. 2.9

= LAOB = 3.LAOC bzw. tAOC = 1/3.tAOB

2.3.2 Auch die folgende Konstruktion ist

nicht so, wie sie sich die Griechen A A
gewlunscht héatten. Gegeben sei tABC. F
Man errichtet das Lot AD von A auf BC. s

Weiters zieht man durch A eine Parallele
g zu BC. Nun legt man man ein Lineal,
auf dem zweimal die Lange der Strecke
AB abgetragen ist (EG = GF = AB), so
durch den Scheitel B, dass E auf AD und Abb. 2.10
F auf G liegt. Dann gilt:

tABE = tEGA = LGAF + LAFG = 2.tAFG = 2.4EBC
—1ABC = LABE + tEBC = 2.LtEBC + LEBC =3.LEBC
—=4EBC = 1/3.LtABC

2.3.3 Auch der folgenden Methode liegen
ahnliche Uberlegungen zugrunde: Gegeben ist
LtADE. Ein Lineal, auf dem die Lange der
Strecke DB markiert ist, wird so durch A gelegt,
dass ein Endpunkt der markierten Strecke auf
dern Kreis, der andere auf der Verlangerung
des Schenkels ED liegt. Ahnlich wie oben
uberlegt man nun leicht, dass tADE = 3..BDC Abb. 2.11
ist.
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3. Klasse
3.1 Der Pythagoraische Lehrsatz

Zu Pythagoras von Samos (5807 — 5007 v. Chr.) gibt es eine Menge Interessantes
zu erzahlen. Er verlieR seine Heimat wegen der damals dort herrschenden
unsicheren politischen Situation und gelangte nach langen Wanderjahren, die ihn
nach Agypten und Babylon gefuhrt hatten, nach Kroton, einer Stadt in einer
griechischen Kolonie in Suditalien. Dort grindete er einen religiés-philosophisch-
wissenschaftlichen sektenartigen Geheimbund. Die Mitglieder lebten vegetarisch,
glaubten an Seelenwanderung und traten fur Selbstbeherrschung und kollektive
Disziplin ein. Sie praktizierten Guterteilung, und auch die wissenschaftlichen
Erkenntnisse wurden nicht inrem Entdecker zugeschrieben, sondern als Gemeingut
betrachtet. Daher stammt wohl nicht alles, was Pythagoras zugeschrieben wird, von
ihm persénlich.

Der folgende Beweis des Pythagordischen Lehrsatzes soll aber auf Pythagoras
zurickgehen:

, Durch Wegnehmen der vier
. . rechtwinkeligen Dreiecke bleibt
links a2+b? und rechts ¢ tbrig.

b e s b Abb. 3.1

Im Buch Loomis (1968) sind an die 300 Beweise dieses Lehrsatzes gesammelt.

Der folgende Beweis stammt von EUKLID (3657 ~ 3007 v. Chr). "
AABD = AFBC G K
ABMD = ABAD (das Zeichen ‘=" steht fur ‘flachengleich’) F B / |
[JBMLD = 2.ABAD
analog: 00 BAGF = 2.AFBC = 2.ABAD /

= 0 BAGF =] BMLD T aepaz

| analog: 0 ACKH =[] LECM
% — [1BAGF + 0 ACKH = [J BMLD +[J LECM = O BCED

Fur weitere Beweise sei - neben LooMis (1968) - unter anderem auf KRONFELLNER
(1997) und KAISER & NOBAUER (1984) verwiesen.

Doch nicht nur der Pythagordische Lehrsatz, auch andere Inhalte der

Pythagoraischen Lehre kénnen in der Schule, insbesondere in der 3. und 4. Klasse
verwendet werden.

e 5. 1 7 A A R TR TN AR B, G T SR T G LT e i
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3.2 Proportionen

Die Pythagoraer glaubten, dass die Welt aus Gegenséatzen bestehe und dass
7ahlen und Zahlenverhaltnisse in diese Gegensatze Einheit und Ordnung bringen.
In dieser Auffassung wurden sie vor allem durch ihre Untersuchungen zur
Musiktheorie bestarkt. Sie erkannten namlich, dass zwei Saiten, die bei gleicher
Lange denselben Ton erzeugen, bei verschiedener Lange einen harmonisch
klingenden Akkord ergeben, wenn diese Langen in einem einfachen ganzzahligen
Verhaltnis zueinander stehen:

Oktav,

Quint,

Quart,

grofle Sext,
grole Terz,
kleine Terz, usw.

NDHDWwhN -
DO Db WN

Dies motivierte die Pythagoréer zu weiteren Untersuchungen von Proportionen und
dhnlichen Beziehungen. Sie erkannten etwa, dass sich zwei Toéne mit den
Saitenlangen a und b als AuBenglieder der Proportion
a+b 2ab
a: —=-——1:D
2 a+b

auffassen lassen. Die Zahl ;2-?% tritt auch in der Beziehung
+

1 1 1 1

a ¢ ¢ b
auf, die wiederum fur die Anzahlen der Flachen (a), Kanten (b) und Ecken (c) eines
Wirfels gilt. Die Auffassung, dass dies Anzeichen einer tieferen Weltordnung sind,
ist m. E. nachvollziehbar.

Nicht nur die Pythagoraer beschéftigten sich mit solchen Beziehungen, auch spater
betrachtete z. B. Eratosthenes (276 - 194 v. Chr.) sogenannte Medietaten, d.h.
Beziehungen zwischen drei Grofen, wie etwa:

a-b=b-c (:>b=a;’°)
a:b=b:c (= b = Jac)
. _ . 2ac
(a-b)(pb-c)=a:c (= _a+c)

4. Klasse
4.1 Bestimmung des Erdumfangs nach Eratosthenes

Diese Aufgabe ist bereits in Schulbiichern zu finden (z.B. LAUBET AL (1996), S. 222).

[ Y o B k. o U Nk S Sl & T TR AT R R T L R T T L L R T i B TR O L T
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4.2 lrrationale Zahlen, Inkommensurabilitat

Die Arithmetik der Pythagorder bestand im Studium der natirlichen Zahlen und ihrer
Viarhaltnisse (d.h. der positiven rationalen Zahlen). Sie versuchten auch, alle
kontinuierlichen Groen (Langen, Flacheninhalte, Volumina) mit einer Zahl zu
belegen. Genauso wie die Einheit (=1) das gemeinsame Maf aller natdrlichen
Zahlen ist. nahmen sie an, dass auch kontinuierliche Gréen ein gemeinsames Maf
haben mussten. Damit kénnte man jede kontinuierliche Gréfe mit einer nattrlichen
Zahl identifizieren, namlich mit jener Zahl, die angibt, aus wie vielen Einheiten die
Grole besteht.

In heutiger Schreibweise: Zwei Strecken a, b heiten kommensurabel, wenn es eine
Stracke s (=das gemeinsarme Maf) und naturliche Zahlen k und n gibt, sodass gilt:

a=ks und b=ins

Aullerdem erkannten die Griechen - 2its: Sind zwei Strecken a, b kommensurabel,
50 ist auch a - b ibzw. b - a) mit a 1 ¢ H kommensurabel.
(Beweis: a=k-3, b =ns=>a-b=(kn)s)

Durch mehrfache Anwendung ergibt sich daraus das Verfahren der Wechselweg-
nahme — besser bekannt unter dem Namen Euklidischer Algorithmus -- zur
Bestimmung des groliten gemeinsamen Mafles zweier Grélen bzw. des groften
gemeinsamen Teilers zweier Zahlen.
Zum Entsetzen der Pythagorder entdeckten sie,
noch dazu an ihrem eigenen ,Ordenszeichen”’, dem
Sternfiinfeck (auch: Pentagramm, Abb. 4.1), dass es
nicht kommensurable Grofen gibt. Denn aus dem
Verfahren der Wechselwegnahme erkennt man:

Abb. 4.1
Wenn von zwei Groflen immer abwechselnd die kleinere von der groferen
weggenommen wird und die Ubrigbleibende nie die vorhergehende misst, dann sind
diese GroRen inkommensurabel.

Genau dies tritt beim Sternfinfeck ein:

Angenommen, AB und AC waren kom-
mensurabel. Dann wire auch

AC - AB-CE - EC
mit  AB und AC kommensurabal,  und

diese sind mit £D =AE -EC" kom-
mensurabel. Also hatten Seite und Diago-
nale im groRen Fiinfeck ABCDE dasselbe
aomeinsame Mafl wie Seite und Diago-
cate im Fanfeck A'B'C'D'E’. Mun kann
man das gleiche Verfahren auf dieses
Fiinfack anweanden, usw. ad infinitum.

Abb. 4.2
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Es kann daher kein gemeinsames MaR fur die Seite und die Diagonale des Finfecks
geben. Sie sind inkommensurabe!.

Diese Erkenntnis von der Existenz inkommensurabler Strecken zerstdrte die
wesentliche Saule des pythagordischen Weltbildes. Man spricht auch von der
ersten Grundlagenkrise der Mathematik”.

Die (In-)Kommensurabilitat ist in der Schule nicht nur aus historischen Griinden von
Bedeutung. Denn die Formel fur den Flacheninhalt des Rechtecks, A = ab, ist nur
dann mit elementaren Mitteln begriindbar, wenn a und b kommensurabel sind. Um
ihre Gultigkeit auch fur inkommensurable a, b zu gewahrleisten, benétigt man - in
irgend einer Form - Grenzprozesse.

4.3 Konstruktion irrationaler Strecken (Pythagordischer Lehrsatz); die Spirale
des Theodoros

Als Ausweg aus der Grundlagenkrise
wandten sich die Griechen von der
Arithmetik ab und der Geometrie zu. Als
geometrische Objekte sind irrationale
GroRen offensichtlich existent, und die
Problematik der Inkommensurabilitat
stand damit nicht so sehr im Vordergrund.
Theodoros (4657 - 3997 v. Chr.) zeigte
auf einfache Weise, wie man Irrational-

zahlen +/2,+/3.4/5,... der Reihe nach kon-
struktiv ermitteln kann (Abb. 4.3).

Abb. 4.3

4.4 Die Quadratur des Kreises

Die Quadratur des Kreises ist eines der drei klassischen Probleme der Antike; die
anderen beiden sind die Winkeldreiteilung (vgl. Kap. 2.3) und die Wurfel-
verdoppelung (Kap. 4.5). Das Problem lautet: Kann man aus dem Radius bzw.
Durchmesser eines Kreises konstruktiv (,mit Zirkel und Lineal’) ein flachengleiches
Quadrat ermittein?

Hippokrates von Chios (um 450 v. Chr.) gelang es, durch Kreisbégen begrenzte
Flachensticke (,Méndchen des Hippokrates) konstruktiv in ein flachengleiches
Quadrat bzw. Dreieck zu verwandein.

Abb. 4.4 Abb. 4.5




.21
Kronfellner, Geometrie der griechischen Antike

Trotz dieser ermutigenden Ergebnisse gelang es nicht, das Problem der Quadratur

des Kreises, also der Konstruktion von m, zu l6sen. Es gab zwar ,Lésungen’ mit
Hilfe spezieller Kurven, der Quadratrix oder der Archimedischen Spirale, aber diese
Lésungen entsprachen nicht der Forderung nach Konstruktion mit Zirkel und Lineal.
Heute weill man, dass dieses Problem nicht 16sbar ist.

4.5 Das Delische Problem der Wiirfelverdoppelung

Der Sage nach sollen sich die Delier, als sie von einer Seuche heimgesucht wurden,
an ein Orakel gewandt haben, das ihnen auftrug, einen wurfelférmigen Altar zu

verdoppeln. Dies entspricht also dsr Konstruktion von 32 Hippokrates formulierte
das Problem so: Gegeben sind zwei Strecken a und b. Gesucht sind Strecken x und
y, sodass gilt:

a:x=x.:y=y:b

Dabei nennt man x und y auch die imittleren Proportionalen. Aus dieser Proportion
orhalt man x2 = ay und y? = bx und somit x* = a’bx, also X° = a’b. Setzt man nun a=1

und b=2, so ergibt sich (in heutiger Schreibweise). X = 2.

Beim Versuch, eine konstruktive Losung dieses Problems zu finden, ersannen die
Griechen verschiedene Methoden und vor allem auch ,Gerate“, die aber wieder
nicht der Beschrankung auf Zirkel und Lineal genugten.

4.5.1 Winkelhakenmethode

Ein dreiseitiger Rahmen und ein in diesem
verschiebbarer Rahmen werden wie in Abb. 4.6

an ein Achsenkreuz angelegt, wobei OA =a

und OB =b die gegebenen Strecken sind, zu

denen die mittleren Proportionalen bestimmt
werden sollen. Auf Grund der Ahnlichkeit der
Dreiecke AOK, OKG und OGB gilt:

OA(- a): OK = OK : 0G = OG : OB(=b)
Also sind x = OK und y = OG die gesuchten mittleren Proportionalen.

4.5.2 Plattenmethode
Eratosthenes ersann folgendes In- ot
strument (Abb. 4. 7). ‘
Drei gleich grolle rechnteckige

Platten werden in einem Rahmen sO D - ichwenkbarer
verschoben, dass ein schwenkbarer o 0
Stab gerade durch jene Punkte B, C —
geht, an denen die Diagonalen der

Abb. 4.7

nachsten Platte sichtbar werden.
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Die Strecken AA’=a bzw. DD’ =b stellen jene Zahlen dar, zu denen die mittleren

Proportionalen ermittelt werden sollen. Auf Grund der Ahnlichkeit der Dreiecke
AA'O, BB'O, CC'0 und DD’O sowie der Dreiecke AB"O, BC'O und CDO gilt:

AA“BB'=0A:0B =AB"BC =0B"0OC'=
_BB-CC'-OB:0C=BC"-CD'=0C.0D=CC":DD’

plso sind BB’ und CC’ die gesuchten mittleren Proportionalen.

Eine weitere Methode zur Bestimmung der mittleren Proportionalen beruht auf der
Anwendung spezieller Kurven, der Konchoide und der Kissoide (auch: Cissoide).
Dabei wird zwar auch im Wesentlichen nur mit ahnlichen Dreiecken argumentiert,
dennoch diirfte die Definitionen dieser Kurven im reguléren Unterricht doch zu weit
fuhren. Naheres dazu findet man u. A. in KAISER & NOBAUER (1984), S. 141, und in
Oettinger (1984) und (1985).

5. Klasse
5.1 Quadratische Gleichungen - Der Goldene Schnitt
Das Sternfunfeck der Pythagorder beinhaltet noch eine weitere interessante

Eigenschaft. Wie man anhand von Abb. 4.2 leicht Uberlegt, teilt der Punkt B” die
Strecke AD in folgendem Verhaltnis:

AD:AB' =AB':B'D
oder kirzer:
a:x=x:(ax).

In Worten: Die ganze Strecke verhalt sich zur grofieren ihrer beiden Teilstrecken
wie die grofiere zur kieineren.

Diese Proportion bezeichnet man ais den ,Goldenen Schnitt, ein in der Kunst oft
verwendetes, da als besonders asthetisch empfundenes Teilungsverhaltnis. Die
Aufldsung dieser Proportion fuhrt auf die Gleichung

x*+ax-a*=0,
deren irrationale Lésungen
a
X = 3 : (—1 + \/g)

letztlich fur die Inkommensurabilitat (vgl. Kap. 4.2) verantwortlich sind. Naheres zum
Goldenen Schnitt siehe etwa BEUTELSPACHER & PETRI (1988).
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6. Klasse
5.1 Aufstellen von Summenformeln - Figurierte Zahlen

Wie bereits friiher erwahnt, sahen die Pythagor&er in den .
(natirlichen) Zahlen und Zahlenverhaltnissen ein o o
wesentliches Ordnungsprinzip und maften daher diesen > o o

eine geradezu mystische Bedeutung bei. Insbesondere s o o o

die Tetraktys, die heilige Zehnzahi, ist in diesem

Zusammenhang zu erwahnen (Abb. 6.1). Abb. 6.1

Dies fithrte zu weiteren Untersuchungen solcher Figuren (,figurierte Zahlen“) und
den in ihnen enthaltenen Gesetzmafigkeiten. Sie konnen im Unterricht als
heuristisches  Hilfsmittel zur  Aufstellung  bzw. Veranschaulichung von
Summeanformeln verwendet werder:

Eine Formel fur Dreiecks- o,
| n . 2-¥i=(n+1):n
zahlen, also far > i, erhalt . i1
=1
man durch Halbieren von ¢ 1
Rechteckszahlen mit n . = 5-(n +1)-n

=1

Zeilen und n+1 Spalten:

Rechteckszahlen, anders o oo el n

angeordnet: e o o ‘ ol e > 2-i=(n+1)-n
e o o o e i=1
L ] ® [ ] ® L]

Eine sehr ahnliche Figur
fuhrt zu einer anderen
bekannten Formel:

[ 1
L

o |0 je |@
e o
e o o
e o o o
T[>

T~

T.

1l

3

N

Auch Finfeckszahlen wur- ’

den von den Pythagoraern o \o
untersucht: * \ o

N ‘L‘/
[ 4
¢ (e &
‘. e @
¢ @ @ @
T
R | —
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6.2 Folgen und Reihen - Das Unendliche - Die axiomatische Methode

In vielen Schulbichern findet man im Kapitel Uber geometrische Reihen Zenons
Paradoxon von Achill und der Schildkréte. Von ahnlicher Art ist das Pfeilparadoxon:
Wenn ein Pfeil von einem Punkt A zu einem Punkt B fliegt, so befindet er sich in
jedem Augenblick in einem Punkt dazwischen; er ,ruht* in jedem Augenblich in
diesem Punkt. Der Pfeil ,ruht* also in jedem Augenblick, also bewegt er sich gar
nicht. (Dieses Paradoxon passt auch sehr gut zum Thema mittlere Geschwindigkeit
versus Momentangeschwindigkeit!)

Was steckt hinter diesen Paradoxa? Zenon von Elea (4907 - 4307 v. Chr.) glaubte
natirlich nicht, dass ein Pfeil nicht fliegt. Er widersetzte sich vielmehr der
pythagoraischen Lehre, die mit jeder GroRe eine Zahl verband. Bei diskreten
Gréflen ist dies ohne Probleme machbar, bei kontinuierlichen Gréen wie Langen,
Flacheninhalte, Volumina, Zeit aber fuhrt diese Auffassung zu Schwierigkeiten.
Zenon wollte mit seinen Paradoxa zeigen, dass man sich Raum und Zeit nicht aus
unendlich vielen unteilbaren Bestandteilen zusammengesetzt vorstellen darf.

Die Paradoxa Zenons sind uns durch Aristoteles erhalten worden. Er versucht, diese
Aporie (Ausweglosigkeit) dadurch aufzulésen, dass er zwischen dem Unendlichen
der Addition und dem Unendlichen der Division unterscheidet. Er behauptet (bzw.
postuliert) weiter, dass das Kontinuum (etwa ein Zeitintervall) unbeschrankt teilbar
ist, aber dennoch dieses Zeitintervall nicht als Summe von Augenblicken aufgefasst
werden darf. (Vgl.: abzahlbar unendlich versus Uberabzahibar unendlich!)

Um sich den Angriffen Zenons und der anderen Sophisten zu entziehen, versuchte
Aristoteles eine charakterisierende Beschreibung einer strengen, unanfechtbaren
Wissenschaft. Er baute dabei auf Platon auf, der zwar kein Mathematiker war, woh!
aber die Mathematik sehr schatzte, mit den fithrenden Mathematikern seiner Zeit in
Verbindung stand und ihre Schiussweisen Ubernahm. Aristoteles betrachtete
Wissenschaft als ein System,

o dessen wahre Aussagen (Séatze) zerfallen in
a) Grundsétze (Axiome)
b) bewiesene Lehrsatze (Theoreme)

« und dessen Begriffe zerfallen in
a) Grundbegriffe
b) abgeleitete Begriffe

Zum Verhaltnis der Theoreme zu den Axiomen hélt er fest:

Theoreme sind solche Aussagen, deren Wahrsein sich mittels logischer Schlusse
beweisen lasst und auf dem Wahrsein der unbewiesenen Grundsétze beruht, die
selbst ,eines Beweises weder fahig noch bedurftig* sind.

Diese Wissenschaftsauffassung wurde in der Mathematik durch Euklids ,Elemente”,
einem der bedeutendsten Buicher der gesamten Kulturgeschichte der Menschheit,
umgesetzt. Es beginnt mit folgenden Postulaten:
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Gefordert soll sein:

1. dass man von jedem Punkt nach jedem Punkt die Strecke ziehen kann,

2 dass man eine begrenzte gerade Linie zusammenhadngend gerade verlangern
kann,

3. dass man mit jedem Mittelpunkt und Abstand den Kreis zeichnen kann,
dass alle rechten Winkel gleich sind,

5. und dass, wenn eine gerade Linie beim Schnitt mit zwei geraden Linien bewirkt,
dass innen auf derselben Seite entstehende Winkel zusammen kleiner als zwei
rechte werden, dann die zwei geraden Linien bei Verlangerung ins Unendliche
sich treffen auf der Seite, auf der die Winkel liegen, die zusammen kleiner als
zwei rechte sind.

Wir wiirden heute statt Postulate eher Axiome sagen, aber Euklid versteht unter

einem Axiom etwas Anderes. Unmittelbar nach den Postulaten formuliert Euklid

seine Axiome, z. B.

Was demselben gleich ist, ist auch: einander gleich.

(siehe EUKLID (1980), S. 3.)

>

Aus dem zweiten Postulat folgt insbesondere, dass man zum Zeichnen und
Verlangern einer Linie ein Lineal verwenden darf. Das dritte Postulat gestattet die
Verwendung eines Zirkels (zum Zeichnen von Kreisbogen, nicht zum Ubertragen
von Streckenlangen!). Daher fuhren Konstruktionen mit Zirkel und Lineal zu
mathematischen Erkenntnissen, die auch aus Euklids Postulaten deduzierbar - und
damit far Kritiker unangreifbar - sind. Daraus erklart sich das Bestreben,
Konstruktionen zu finden, die nur auf der Verwendung von Zirkel und Lineal
beruhen.

\Von besonderer Bedeutung ist auch das funfte Postulat, das auch als
Parallelenpostulat bekannt ist. Viele Mathematiker bis ins 18. Jahrhundert
vermuteten, dass dieses Postulat aus den anderen Postulaten deduzierbar ist. Erst
zu Beginn des 19. Jahrhunderts erkannten Janos Bolyai (1802 - 1860) und Nikola
Iwanowitsch Lobatschwski (1792 - 1856), dass das funfte Postulat tatsachlich von
den Uibrigen unabhangig, also nicht deduzierbar, ist. Diese Erkenntnis beruht auf der
Entwicklung anderer Geometrien, sogenannter nichteuklidischer Geometrien, in
denen zwar die ersten vier, nicht aber das funfte Postulat erfllt sind.

7. Klasse = \\ )
7.1 Kegelschnitte - Wirfelverdoppelung /5*\
Das Problem der Wiurfelverdoppelung N

fuhrte Menaichmos (um 350 v. Chr.) zu : ~
Kegelschnitten. Aus der Proportion :

a'x=x:y=y:b

arhalt man x=3R

Xy:ab und yzsz. Q.5 1 1.5 2 2.5 3
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Setzt man nun a=1 und b=2, so ergibt sich

y2 = 2x und xy = 2,

also eine Parabel und eine Hyperbel, deren Schnitt zur Ermittiung der mittleren
Proportionalen x verwendet werden kann:

4=y =xE2x = =2 = x=32

Auch die Namen Ellipse, Hyperbel und Parabel kommen aus dem Griechischen.
Eine ausfuhrliche Darstellung, was diese Namen bedeuten und wie sie erklarbar
sind, findet man in REICHEL (1991).

7.2 Unmébglichkeits“beweise” fur die drei klassischen Probleme

Im Zuge der nichtlinearen analytischen Geometrie kann man die ldee des Beweises,

dass 3/2 nicht mit Zirkel und Lineal konstruiert werden kann, zumindest plausibel
machen. Man kann sich uberlegen, dass der Schnitt zweier Kreise oder eines
Kreises mit einer Geraden - also ein Konstruktionsschritt mit Zirkel und Lineal -
immer auf eine Gleichung vom Grad 2 fauhrt. Mehrere solche Schritte fuhren auf

Gleichungen vom Grad 2K Hingegen ist 32 Lésung einer Gleichung vom Grad 3
und kann somit nicht mit Zirkel und Lineal konstruktiv ermittelt werden.

Fur eine ausfubrlichere Darsteliung sowie auch fur die Grundideen der Unméglich-
keitsbeweise der anderen beiden Probleme siehe KAISER & NOBAUER (1984), S.
148ff.

8. Klasse
8.1 Integralrechnung - Exhaustionsverfahren

Im Zuge der Integrairechnung kann ebenfalls auf die Leistungen der griechischen
Mathematiker verwiesen werden. Archimedes (287 - 212 v. Chr) berechnete
Flacheninhalt und Umfang des Kreises, den Flacheninhalt eines Parabelsegments,
Oberflachen und Volumina von Zylinder, Kegel, Kugel und Kugelteilen sowie
Volumina von Rotationsparaboloiden und -hyperboloiden. Dabei verwendete er
unter Anderem das sogenannte Exhaustionsverfahren (der Name stammt erst aus
spaterer Zeit), das auf dem Exhaustionsprinzip des Eudoxos von Knidos (4087 —
3557 v. Chr.) beruht, welches im Wesentlichen - in heutiger Sprechweise - eine
Aussage Uber die Konvergenz einer unendlichen geometrischen Reihe macht. Vgl.
BURGER ET AL. (1992), S. 611, KAISER & NOBAUER (1984), S. 163ff.
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